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Par Alberto Mı´nguez a` Orsay
Abstract. Let F be a non-Archimedean locally compact ﬁeld and let D be a central
division algebra over F . Let p1 and p2 be respectively two smooth irreducible represen-
tations of GLðn1;DÞ and GLðn2;DÞ, n1; n2f 0. In this article, we give some su‰cient
conditions on p1 and p2 so that the parabolically induced representation of p1n p2 to
GLðn1 þ n2;DÞ has a unique irreducible quotient. In the case where p1 is a cuspidal repre-
sentation, we compute the Zelevinsky’s parameters of such a quotient in terms of the para-
meters of p2. This is the key point for making explicit Howe correspondence for dual pairs
of type II (cf. [Mi1]).
Introduction
Dans l’e´tude des repre´sentations irre´ductibles d’un groupe re´ductif sur un corps local
non archime´dien F , on est amene´ a` conside´rer aussi des repre´sentations re´ductibles. En
ge´ne´ral, elles ne sont pas semi-simples et il est tre`s inte´ressant de construire de telles repre´-
sentations ayant un unique quotient (ou un sous-module) irre´ductible. C’est dans cette li-
gne´e, par exemple, que l’on trouve les classiﬁcations de Langlands et de Zelevinsky du
type : ‘‘l’unique quotient irre´ductible de . . .’’ ou ‘‘l’unique sous-module irre´ductible de . . .’’.
Cet article est motive´ par la question suivante : Soit D une alge`bre a` division de centre
F de dimension ﬁnie sur F. Si p1 et p2 sont deux repre´sentations lisses irre´ductibles de
GLðn1;DÞ et GLðn2;DÞ respectivement, est-ce que l’induite parabolique, note´e p1  p2, de
p1n p2 a` GLðn1 þ n2;DÞ posse`de un unique quotient irre´ductible?
Nous utilisons des techniques des foncteurs de Jacquet, avec des conside´rations de
combinatoire, pour donner des conditions su‰santes pour que la re´ponse soit positive.
Donnons quelques premie`res applications de ce re´sultat ge´ne´ral : la repre´sentation
p1  p2 admet, en particulier, un unique quotient irre´ductible si :
(1) La repre´sentation p1 est un caracte`re de GLðn1;DÞ. C’est une question qui appa-
raıˆt naturellement dans la correspondance de Howe. Ceci prouve une ancienne conjecture
de M.-F. Vigne´ras, cf. [MVW], Conjecture 3.III.6.
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(2) La repre´sentation p1 est une repre´sentation cuspidale. Ceci permet, dans [Mi1], de
rendre explicite la correspondance de Howe pour les paires duales de type II.
(3) Les repre´sentations p1 et p2 sont essentiellement de carre´ inte´grable. Ceci permet
de donner dans la section 4 une preuve simple, comple`tement combinatoire, de la classiﬁ-
cation des repre´sentations irre´ductibles de GLðn;DÞ a` la Zelevinsky en termes des segments
(voir [Ze1] quand D ¼ F ).
Remarquons, pour comprendre l’importance de la question qui motive cet article, que
parmi d’autres applications, l’unicite´ du quotient irre´ductible impliquerait, en particulier, la
conjecture (U0) de Tadic´ (qui vient d’eˆtre prouve´e dans [Se]) qui permet de de´terminer le
dual unitaire de GLðn;DÞ.
Donnons maintenant plus de de´tails concernant les di¤e´rentes sections de l’article :
Dans la section 1, on introduit les notations. Dans la section 2, on utilise le lemme
ge´ome´trique combinatoire de [Ze1], pour donner une condition su‰sante pour que l’induite
parabolique du produit tensoriel de plusieurs repre´sentations irre´ductibles n’ait qu’un seul
quotient irre´ductible. En section 3, on introduit les foncteurs de Jacquet et, en section 4, on
rappelle la classiﬁcation de Tadic´ des repre´sentations irre´ductibles de GLðn;DÞ. On donne
aussi un parame´trage a` la Zelevinsky de cet ensemble.
Dans la section 5, on combine ces re´sultats pour montrer le the´ore`me principal de cet
article (The´ore`me 5.1). Dans la section 6, on calcule, avec la classiﬁcation de la section 4,
les parame`tres de l’unique quotient irre´ductible de p1  p2, quand la repre´sentation p1 est
cuspidale, en termes des parame`tres de p2.
On utilise ce calcul, dans la section 7, pour tirer quelques conse´quences : d’une part,
on donne une condition combinatoire ne´cessaire et su‰sante d’irre´ductibilite´ de p1  p2,
quand p1 est cuspidale (The´ore`me 7.4).
D’un autre coˆte´, Zelevinsky, dans [Ze1] construit une involution, note´e D, du groupe
de Grothendieck associe´ a` la cate´gorie des repre´sentations lisses et longueur ﬁnie de
GLðn;FÞ. Aubert montre en [Aub] que cette involution permute les classes des repre´senta-
tions irre´ductibles. Dans [Ze2], Zelevinsky propose une formule pour de´crire D a` l’aide des
objets ge´ome´triques parame´trisant les repre´sentations irre´ductibles de GLðn;FÞ. Dans
[MW] on montre cette conjecture et on donne une description combinatoire de l’involution.
Dans [Ta1] on ge´ne´ralise cette involution pour les formes inte´rieures de GLðn;FÞ et on con-
jecture que la description combinatoire et ge´ome´trique de D doit rester valable dans ce
cadre, avec quelques petites modiﬁcations (cf. [Ta1], Conjecture 3.6). On montre cette con-
jecture dans le The´ore`me 7.7. Ceci facilite les calculs de [Ta2].
Dans l’appendice, on montre (Corollaire A.3) un lemme jouant un roˆle cle´ dans le
calcul de [Mi1] de la correspondance theˆta explicite dans le cas des paires duales de type
II. Il serait tre`s inte´ressant de trouver une preuve plus simple, sans devoir utiliser tous les
calculs des sections pre´ce´dentes, pour, peut-eˆtre, ge´ne´raliser les re´sultats de [Mi1] aux paires
duales de type I. Remarquons que dans le cas des repre´sentations des groupes orthogonaux,
la repre´sentation induite parabolique a` partir du produit tensoriel de deux repre´sentations
cuspidales peut avoir deux sous-modules irre´ductibles (cf. [Moe]).
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1. Pre´liminaires
Soient F un corps commutatif localement compact non archime´dien de caracte´-
ristique re´siduelle p > 0, D une alge`bre a` division de centre F de dimension ﬁnie d 2
sur F .
On note Mn l’ensemble de matrices n n a` coe‰cients dans D et Nrd :Mn ! F
la norme re´duite. Le groupe GLðn;DÞ des matrices inversibles dans Mn sera note´ Gn.
Le groupe trivial sera note´ G0. On note n ¼ jNrdjF , la valeur absolue de la norme re´-
duite (par abus de notation on ne fera pas distinction entre n agissant sur Gn pour di¤e´r-
ent n).
A toute partition (ordonne´e) a ¼ ðn1; . . . ; nrÞ, nif 0, de l’entier n, correspond une de´-
composition en blocs des matrices carre´es d’ordre n. On notera Ga le sous-groupe de Gn
forme´ des matrices inversibles diagonales par blocs de taille ni, Pa (resp. Pa) le sous-groupe
forme´ des matrices triangulaires supe´rieures (resp. infe´rieures) par blocs, et Ua le sous-
groupe de Pa forme´ des e´le´ments dont les blocs diagonaux sont des matrices unite´. Le
sous-groupe Pa est conjugue´ a` Pa dans Gn avec a ¼ ðnr; . . . ; n1Þ.
Dans cet article on ne conside´rera que des repre´sentations lisses complexes et le mot
repre´sentation voudra toujours dire repre´sentation lisse complexe. On notera IrrðGnÞ l’en-
semble des classes d’e´quivalence des repre´sentations irre´ductibles de Gn. On note Irr l’union
disjointe
Irr ¼ S
nf0
IrrðGnÞ;
et C le sous-ensemble de Irr forme´ de repre´sentations cuspidales. Le support cuspidal de
p A Irr sera note´ suppðpÞ.
On note ra;n (resp. ra;n) le foncteur de Jacquet normalise´ associe´ au parabolique stan-
dard Pa (resp. Pa).
Soient ri A IrrðGniÞ, 1e ie r. On note r1      rr la repre´sentation
indGnPa ðr1n   n rrn 1UaÞ
induite parabolique normalise´e.
Soit p une repre´sentation de Gn ; on a un isomorphisme canonique (re´ciprocite´ de
Frobenius) :
HomGnðp; r1      rrÞFHomGa

ra;nðpÞ; r1n   n rr

:ð1:1Þ
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On dispose aussi d’un isomorphisme de re´ciprocite´ a` la Casselman (cf. [Ber], Theorem
20, ou bien [Bus]) :
HomGnðr1      rr; pÞFHomGa

r1n   n rr; ra;nðpÞ

:ð1:2Þ
On notera Rn le groupe de Grothendieck de la cate´gorie des Gn-modules de longueur
ﬁnie identiﬁe´ au Z-module libre qui a pour base ðpÞp A IrrðGnÞ. Le sous-semigroupe de Rn qui
consiste en des sommes ﬁnies p1 þ    þ pk ou` pi A IrrðGnÞ, kf 0 sera note´ Rþn . Posons
R ¼ L
nf0
Rn;
Rþ ¼ L
nf0
Rþn :
Si p1; p2 A R on note p1e p2 si p2  p1 A Rþ.
On note s:s:ðpÞ (ou JHðpÞ) l’image de p dans R pour toute repre´sentation de longueur
ﬁnie p. On de´ﬁnit une loi de multiplication dans R par mðp; p 0Þ ¼ s:s:ðp p 0Þ. L’ope´ration
m est aussi note´e  et ðR;þ;Þ devient un anneau gradue´ (associatif et commutatif).
Si p est une repre´sentation de Gn on notera grðpÞ ¼ n et ~p la contragre´diente de p.
Si p est une repre´sentation de longueur ﬁnie, alors
s:s:ðpÞ ¼ L
ti A Irr;1eier
miti; ou` les ti sont distincts:
On dit que les ti forment une suite de composition de p et que mi est la multiplicite´ de ti
dans p.
2. Lemme ge´ome´trique combinatoire
On rappelle ici les re´sultats de [Ze1], 1.6, et on de´duit quelques premiers lemmes sim-
ples qui seront utilise´s dans la suite.
Soient b, g deux partitions de n, b ¼ ðn1; . . . ; nrÞ, g ¼ ðm1; . . . ;msÞ et pour i A f1; . . . ; rg
soit ri une repre´sentation de Gni . On veut calculer une suite de composition de
rg;nðr1      rrÞ.
Notons M b; g l’ensemble des matrices b ¼ ðbi; jÞ r s telles que :
(1) Les bi; j sont des entiers positifs.
(2)
Ps
j¼1
bi; j ¼ ni pour tout i ¼ 1; . . . ; r ;
Pr
i¼1
bi; j ¼ mj pour tout j ¼ 1; . . . ; s.
Fixons b AM b; g et notons bi la partition ðbi;1; . . . ; bi; sÞ de ni et gj la partition
ðb1; j; . . . ; br; jÞ de mj.
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Les rbi;niðriÞ sont de longueur ﬁnie. Supposons alors
JH

rbi;niðriÞ
 ¼ fsð1Þi ; sð2Þi ; . . . ; sðriÞi g
ou`
s
ðkÞ
i ¼ sðkÞi1 n   n sðkÞis ; sðkÞij A IrrðGbi; jÞ; k ¼ 1; . . . ; ri:
Pour tout j A f1; . . . ; sg, et pour toute famille d’entiers k1; . . . ; kr tels que 1e kje rj,
on de´ﬁnit la repre´sentation sj de Gmj par
sj ¼ sðk1Þ1j  sðk2Þ2j      sðkrÞrj ;
et la repre´sentation sðk1; . . . ; krÞ de Gg par
sðk1; . . . ; krÞ ¼ s1n s2n   n ss:
Alors, d’apre`s [Ze1], 1.6, les sðk1; . . . ; krÞ quand on fait varier les ðk1; . . . ; krÞ et
b AM b; g forment une suite de composition de la repre´sentation rðm1;...;msÞ;nðr1      rrÞ.
Une premie`re conse´quence imme´diate est la proposition ci-dessous :
Proposition 2.1. Avec les notations pre´ce´dentes, supposons que pour tout i, 1e ie r,
toute partition bi ¼ ðbi;1; bi;2Þ de ni et tout sðkÞi ¼ sðkÞi1 n sðkÞi2 A JH

rbi;niðriÞ

on ait :
(1) Ou bien suppðsðkÞi1 Þ jL
S
1ejei1
suppðrjÞ.
(2) Ou bien suppðsðkÞi2 Þ jL
S
iþ1ejer
suppðrjÞ.
Alors la repre´sentation r1n   n rr apparaıˆt avec multiplicite´ 1 dans
JH

rb;nðr1      rrÞ

:
De´monstration. D’apre`s ce qui pre´ce`de, les sðk1; . . . ; krÞ, quand on fait varier
ðk1; . . . ; krÞ et b AM b;b, forment une suite de composition de rb;nðr1      rrÞ.
Si b est la matrice diagonale dans M b;b d’e´le´ments diagonaux n1; n2; . . . ; nr, alors
sðk1; . . . ; krÞ ¼ r1n   n rr et ki ¼ 1 pour tout i.
Il su‰t donc de montrer que pour tout b AM b;b, b non diagonale, et tout ðk1; . . . ; krÞ,
r1n   n rr n’est pas un sous-quotient de sðk1; . . . ; krÞ. Or, si b n’est pas diagonale (par la
condition (2) de la de´ﬁnition des matrices ðbi; jÞ), il existe j < i et j 0 > i 0 tels que bi; j et bi 0; j 0
soient non nuls. Soient
i0 ¼ minfi : bj < i; bi; j3 0g; j0 ¼ minf j : bi0; j3 0g;
i 00 ¼ maxfi 0 : bj 0 > i 0; bi 0; j 03 0g; j 00 ¼ maxf j 0 : bi 00; j 03 0g:
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Par l’hypothe`se (1), puisque j0 < i0, pour tout ki0 , suppðs
ðki0 Þ
i0 j0
Þ jL suppðrj0Þ et donc, rj0
ne peut pas eˆtre un sous-quotient de sj0 . Ainsi, r1n   n rr n’est pas un sous-quotient de
sðk1; . . . ; krÞ.
Par l’hypothe`se (2), puisque j 00 > i
0
0, pour tout ki 00 , suppðs
ðki 0
0
Þ
i 0
0
j 0
0
Þ jL suppðrj 0
0
Þ et donc, rj 0
0
ne peut pas eˆtre un sous-quotient de sj 0
0
. Ainsi, r1n   n rr n’est pas un sous-quotient de
sðk1; . . . ; krÞ. r
Corollaire 2.2. Avec les notations pre´ce´dentes, supposons que pour tout i, 1e ie r,
toute partition bi ¼ ðbi1; bi2Þ de ni et tout sðkÞi ¼ sðkÞi1 n sðkÞi2 A JH

rbi ;niðriÞ

, on ait :
(1) Ou bien suppðsðkÞi1 Þ jL
S
1ejei1
suppðrjÞ.
(2) Ou bien suppðsðkÞi2 Þ jL
S
iþ1ejer
suppðrjÞ.
Alors r1      rr a un seul sous-module irre´ductible et sa multiplicite´ dans JHðr1      rrÞ
est e´gale a` 1.
De´monstration. C’est une conse´quence du lemme qui suit et de la proposition pre´ce´-
dente. r
Lemme 2.3. Supposons que r1n   n rr apparaisse avec multiplicite´ 1 dans
JH

rb;nðr1      rrÞ

ðresp: JHrb;nðr1      rrÞÞ:
Alors r1      rr a un seul sous-module (resp. quotient) irre´ductible et sa multiplicite´ dans
l’induite est e´gale a` 1.
De´monstration. Supposons qu’il existe p1 et p2 deux sous-modules irre´ductibles de
r1      rr et posons p ¼ p1l p2. Ainsi
dim

HomGnðp; r1      rrÞ

f 2:
Par (1.1), on trouve
dim

HomGb

rb;nðpÞ; r1n   n rr

f 2:
Or, par l’exactitude du foncteur de Jacquet,
JH

rb;nðpÞ

e JH

rb;nðr1      rrÞ

:
On trouve donc que r1n   n rr apparaıˆt avec multiplicite´ au moins 2 dans
JH

rb;nðr1      rrÞ

ce qui est absurde, par hypothe`se.
Si r1n   n rr apparaıˆt avec multiplicite´ 1 dans JH

rb;nðr1      rrÞ

, la preuve
est la meˆme mais on utilise (1.2) a` la place de (1.1). r
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3. Les blocs dans Fin(Gn)
Pour un ensemble X , MðXÞ sera l’ensemble de tous les multi-ensembles dans X , i.e.,
des fonctions m : X ! N a` support ﬁni. On de´ﬁnit la somme de multi-ensembles de fac¸on
naturelle.
Si W AMðCÞ, on pose
jWj ¼ P
r AC
WðrÞ grðrÞ:
Soit W un multi-ensemble de repre´sentations cuspidales, avec jWj ¼ n. On note
FinðGnÞ la sous-cate´gorie pleine de AlgðGnÞ des repre´sentations de longueur ﬁnie et FinðWÞ
la sous-cate´gorie pleine de FinðGnÞ telle que pour tout sous-quotient irre´ductible p de tout
e´le´ment dans FinðWÞ, suppðpÞ ¼ W.
Alors (cf. [Cas], Theorem 7.3.2) la cate´gorie FinðGnÞ est produit direct des blocs
FinðWÞ quand W parcourt tous les multi-ensembles de repre´sentations cuspidales de Gn
avec jWj ¼ n.
On veut dire par cela :
(1) Tout p A FinðGnÞ est une somme directe de repre´sentations pi A FinðWiÞ, ou`
Wi3Wj si i3 j.
(2) HomGnðpi; pjÞ ¼ 0 si pi A FinðWiÞ et Wi3Wj.
Soient n, t deux entiers positifs, t < n et soit p une repre´sentation de longueur ﬁnie de
Gn. La repre´sentation rðt;ntÞ;nðpÞ, e´tant de longueur ﬁnie, se de´compose alors :
rðt;ntÞ;nðpÞ ¼
Lr
i¼1
Ls
j¼1
Pi; j
ou`, pour tous 1e ie r et 1e je s, Pi; j est une repre´sentation de longueur ﬁnie de
Gt  Gnt telle que tout sous-quotient irre´ductible de Pi; j est la forme pin p 0j avec pi A Wi
et p 0j A W
0
j ou` fWig1eier et fW 0ig1ejes sont deux sous-ensembles de MðCÞ tels que jWij ¼ t,
jW 0j j ¼ n t, pour tous 1e ie r et 1e je s, et Wi3Wi 0 si i3 i 0, et W 0j3W 0j 0 si j3 j 0.
Si r une repre´sentation irre´ductible de Gt, avec suppðrÞ ¼ Wi, on pose
JacrðpÞ ¼
L
1ejes
Pi; j;
et si r 0 une repre´sentation irre´ductible de Gnt avec suppðr 0Þ ¼ W 0j , on pose
Jacr 0 ðpÞ ¼
L
1eier
Pi; j:
Remarquons que JacrðpÞ et Jacr 0 ðpÞ ne de´pendent que du support cuspidal de r et r 0,
respectivement. Remarquons aussi que l’on obtient le foncteur Jacr a` partir du foncteur
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Jacr en changeant dans la de´ﬁnition de Jacr le foncteur de Jacquet par son foncteur oppose´
(d’ou` la notation).
Proposition 3.1. Supposons qu’il existe r A IrrðGtÞ, V A IrrðGntÞ telles que rnV
soit un sous-quotient de rðt;ntÞ;nðpÞ. Il existe alors r 0 une repre´sentation irre´ductible avec
suppðr 0Þ ¼ suppðrÞ et une repre´sentation V 0 A IrrðGntÞ telles que p soit un sous-module de
r 0  V 0.
De´monstration. Par hypothe`se, JacrðpÞ3 0. Soit r 0nV 0 un quotient irre´ductible de
JacrðpÞ. Alors r 0 est une repre´sentation irre´ductible avec suppðr 0Þ ¼ suppðrÞ et, la com-
pose´e du morphisme non nul dans
HomGðt; ntÞ

JacrðpÞ; r 0nV 0

3 0
avec le morphisme surjectif canonique de rðt;ntÞ;nðpÞ vers JacrðpÞ montre que
HomGðt; ntÞ

rðt;ntÞ;nðpÞ; r 0nV 0

3 0;
et, par re´ciprocite´ de Frobenius on trouve le re´sultat cherche´. r
4. Repre´sentations de GL(n,D)
On va rappeler ici quelques re´sultats de [Ta1] et [Mi2]. Dans [Ta1], §2 (voir aussi [Se],
Theorem 3.4, pour une preuve di¤e´rente valable en toute caracte´ristique), on montre qu’il
existe une fonction qui, a` chaque repre´sentation cuspidale r associe un entier strictement po-
sitif sr tel que, si r1 et r2 sont deux repre´sentations cuspidales de GLðn1;DÞ et GLðn2;DÞ,
n1; n2f 1 alors r1  r2 est re´ductible si, et seulement si
r1 ¼ nsr1r2 ou r1 ¼ nsr1r2:
Cet entier sr1 est aussi caracte´rise´ de la fac¸on suivante (cf. [Ta1], §2) : par la correspondance
de Jacquet-Langlands r1 se corresponde a` une se´rie discre`te p de GLðn1d;FÞ. D’apre`s la
classiﬁcation des se´ries discre`tes (cf. [Ze1]), il existe un unique entier positif q divisant n1d
et une repre´sentation cuspidale t de GLðn1d=q;FÞ tels que p est l’unique quotient irre´duc-
tible de
t nt     nq1t:
Alors sr1 ¼ q.
Pour toute repre´sentation r cuspidale on pose nr ¼ nsr .
Soient r une repre´sentation cuspidale de Gn, b; e A Z, be e. On pose
D ¼ fnbrr; nbþ1r r; . . . ; nerrg:
On appelle D un segment et on le notera souvent D ¼ fb; egr. L’ensemble de tous les seg-
ments sera note´ S. On notera lðDÞ ¼ ðe bþ 1Þn la longueur de D et bðDÞ ¼ nbrr et
eðDÞ ¼ nerr les extre´mite´s de D.
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On dit que fb; egr, fb 0; e 0gr 0 sont lie´s si fb; egrW fb 0; e 0gr 0 est encore un segment et
fb; egr jL fb 0; e 0gr 0 et fb 0; e 0gr 0 jL fb; egr. On dit que fb; egr pre´ce`de fb 0; e 0gr 0 s’ils sont lie´s
et il existe t A fb; egr telle que r 0nb
01
r 0 F t.
Un multisegment est un multi-ensemble de segments de la forme ci-dessus. On dira
qu’un multisegment est ordonne´ si l’on peut l’identiﬁer a` l’ensemble indexe´ ðD1; . . . ;DrÞ,
tel que, si i < j, Di ne pre´ce`de pas Dj.
Soit m ¼ ðD1; . . . ;DrÞ un multisegment. On notera
lðmÞ ¼ P
1eier
lðDiÞ
la longueur de m et cðmÞ AMðCÞ son support, i.e. le multiensemble de repre´sentations cus-
pidales de´ﬁni par
cðmÞðrÞ ¼ P
r AD
mðDÞ;
pour toute repre´sentation cuspidale r. On identiﬁera tre`s souvent cðmÞ a` un ensemble de
repre´sentations cuspidales fr1; . . . ; rtg compte´es avec multiplicite´s.
On dira que le support de m est connexe si
S
1eier
Di (sans multiplicite´s) est encore un
segment. Dans ce cas on dira que m est a` support connexe.
Proposition 4.1. A chaque segment D ¼ fnbrr; nbþ1r r; . . . ; nerrg, r e´tant une repre´sen-
tation cuspidale de Gn, on peut associer des repre´sentations irre´ductibles hDi et hDi
t telles
que :
(1) hDi (resp. hDi t) est l’unique sous-module (resp. quotient) irre´ductible de
nbrr nbþ1r r     nerr.
(2) rðn;...;nÞ;nðebþ1ÞðhDiÞ ¼ nbrrn nbþ1r rn   n nerr
(resp. rðn;...;nÞ;nðebþ1ÞðhDi tÞ ¼ nerrn   n nbþ1r rn nbrr).
Les repre´sentations hDi et hDi t sont aussi caracte´rise´es par la proprie´te´ (2). L’ensemble de
repre´sentations de la forme hDi t est l’ensemble des repre´sentations essentiellement de carre´
inte´grable.
De´monstration. Cf. [Ta1], 2.7. r
Si D ¼ fb; egr est un segment on note ~D le segment fe;bg~r de sorte queghDi ¼ h~Di et ghDit ¼ h~Dit:
Notons D l’endomorphisme involutif de R de´ﬁni en [Aub], Deﬁnition 2.1. La preuve
du the´ore`me 2.3 de [Aub], en changeant n par nr, montre que DðhDiÞ ¼ hDi t. Ainsi cette
involution ge´ne´ralise l’involution de Zelevinsky [Ze1], 9.12, au cas D3F (voir [Ta1], §3).
Par [Aub], Corollaire 3.9, si p est une repre´sentation irre´ductible de Gn alors DðpÞ est aussi
une repre´sentation irre´ductible de Gn.
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A partir d’un argument d’unitarite´ on montre le the´ore`me suivant, cle´ dans toute la
construction qui suit :
The´ore`me 4.2. Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(1) Pour tous 1e i; je r, les segments Di et Dj ne sont pas lie´s.
(2) hD1i     hDri est irre´ductible.
(3) hD1i
t      hDri t est irre´ductible.
De´monstration. (1) e´quivaut a` (3) par [Ta1], 2.5. Puisque l’involution D est un endo-
morphisme d’anneaux
DðhD1i     hDriÞ ¼ hD1i t      hDri t
et donc (2) e´quivaut a` (3) par [Aub], Corollaire 3.9(b). r
Le the´ore`me ci-dessous, classiﬁe toutes les repre´sentations irre´ductibles de Gm en
fonction des repre´sentations cuspidales de Gi, iem.
The´ore`me 4.3. (1) Soient D1; . . . ;Dr des segments et supposons que, si i < j, Di
ne pre´ce`de pas Dj . Alors la repre´sentation hD1i
t      hDri t admet un unique quo-
tient irre´ductible. Il est note´ hD1; . . . ;Dri
t. La multiplicite´ de hD1; . . . ;Dri
t dans
JHðhD1it      hDri tÞ est e´gale a` 1.
(2) Les repre´sentations hD1; . . . ;Dri
t et hD01; . . . ;D
0
r 0i
t sont e´quivalentes si, et seule-
ment si, les suites ðD1; . . . ;DrÞ et ðD01; . . . ;D0r 0 Þ sont e´gales a` l’ordre pre`s.
(3) Toute repre´sentation irre´ductible de Gm peut s’e´crire sous la forme hD1; . . . ;Dri
t.
De´monstration. Cf. [Ta1], §2. r
C’est un parame´trage a` la Langlands.
Remarque 4.4. Si fD1; . . . ;Drg est un multi-segment ordonne´, avec
D1 ¼ fr; nrr; . . . ; nn1r rg;
alors
JacrðhD1; . . . ;DritÞ3j:
En e¤et, hD1; . . . ;Dri
t e´tant un quotient de
hD1i
t      hDri t; hD1itn   nhDrit A rðhD1; . . . ;Dri tÞ;
avec r le foncteur de Jacquet associe´ au parabolique approprie´.
Voyons qu’on trouve de meˆme un the´ore`me similaire, a` la Zelevinsky, du The´ore`me
4.6, quand on change le mot ‘‘quotient’’ par ‘‘sous-module’’ :
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Lemme 4.5. Soit ðDð1Þ1 ; . . . ;Dð1Þn1 ;D
ð2Þ
1 ; . . . ;D
ð2Þ
n2
; . . . ;D
ðmÞ
1 ; . . . ;D
ðmÞ
nm
Þ un multisegment tel
que :
(1) Pour tout 1e iem, il existe une repre´sentation cuspidale ri telle que, pour tout
1e ke ni, eðDðiÞk Þ ¼ ri.
(2) Pour tous 1e i < jem et tout 1e ke nj, ri B D
ð jÞ
k (i.e. les D
ðiÞ
l ne pre´ce`dent pas
les D
ð jÞ
k pour tous 1e le ni, 1e ke nj).
Notons
p0 ¼
Nm
j¼1
ðhDð jÞ1 i     hDð jÞnj iÞ:
Alors p0 apparaıˆt avec multiplicite´ 1 dans
rðhDð1Þ1 i     hDð1Þn1 i     hD
ðmÞ
1 i     hDðmÞnm iÞ
ou` r est le module de Jacquet associe´ a` la partition
lðDð1Þ1 ; . . . ;Dð1Þn1 Þ; lðD
ð2Þ
1 ; . . . ;D
ð2Þ
n2
Þ; . . . ; lðDðmÞ1 ; . . . ;DðmÞnm Þ

:
Par conse´quent la repre´sentation hDð1Þ1 i     hDð1Þn1 i     hD
ðmÞ
1 i     hDðmÞnm i pos-
se`de un unique sous-module irre´ductible et sa multiplicite´ dans l’induite est e´gale a` 1.
De´monstration. La repre´sentation p0 est irre´ductible par (1) et 4.2. Par (2) et le
lemme ge´ome´trique, les repre´sentations D
ðiÞ
k satisfont aux hypothe`ses du Corollaire 2.2, ce
qui implique la premie`re partie du lemme. La deuxie`me partie de´coule imme´diatement du
Lemme 2.3. r
The´ore`me 4.6. (1) Soit ðD1; . . . ;DrÞ un multisegment. Supposons que, si i < j, Di
ne pre´ce`de pas Dj . Alors la repre´sentation hD1i     hDri admet un unique sous-
module irre´ductible. On le note hD1; . . . ;Dri. La multiplicite´ de hD1; . . . ;Dri dans
JHðhD1i hD2i     hDriÞ est e´gale a` 1.
(2) Les repre´sentations hD1; . . . ;Dri et hD
0
1; . . . ;D
0
r 0i sont e´quivalentes si, et seulement
si, les suites ðD1; . . . ;DrÞ et ðD01; . . . ;D0r 0 Þ sont e´gales a` l’ordre pre`s.
(3) Toute repre´sentation irre´ductible de Gm peut s’e´crire sous la forme hD1; . . . ;Dri.
De´monstration de (1). D’apre`s le The´ore`me 4.2 on peut supposer que le multien-
semble fD1; . . . ;Drg est ordonne´ comme dans le Lemme 4.5. La partie (1) est donc une con-
se´quence de ce lemme. r
Remarque 4.7. Avec les meˆmes arguments (cf. Lemme 2.3), on montre que
hDri     hD1i a un unique quotient irre´ductible. Par re´ciprocite´ a` la Casselman (1.2),
ce quotient contient dans son module de Jacquet la repre´sentation p0 du Lemme 4.5.
Puisque, par le Lemme 4.5, la repre´sentation note´e hD1; . . . ;Dri est le seul sous-quotient
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de hDri     hD1i qui contient p0 dans son foncteur de Jacquet, hD1; . . . ;Dri est donc
aussi le seul quotient irre´ductible de hDri     hD1i.
Si a ¼ ðD1; . . . ;DrÞ est un multisegment, on pose ~a ¼ ðfD1; . . . ; eDrÞ. Ainsi,
h~aiFghai:
En e¤et, d’apre`s la remarque pre´ce´dente, on a, pour ðD1; . . . ;DrÞ un multisegment ordonne´ :
hDri     hD1i! hD1; . . . ;Dri ,! hD1i     hDri:
Par passage a` la contragre´diente on trouve
h~D1i     h~Dri! ghD1; . . . ;Dri ,! h~Dri     h~D1i:
Le multisegment ð~Dr; . . . ; ~D1Þ est ordonne´ et donc
h~D1; . . . ; ~Dri ¼ ghD1; . . . ;Dri:
Proposition 4.8. Soient a1; . . . ; aN des multisegments et supposons que, si i3 j, aucun
segment D de ai ne soit lie´ a` un segment D
0 de aj. Alors
ha1i     haNiF ha1 þ    þ aNi:
De´monstration. Par re´currence on se rame`ne imme´diatement au cas ou` N ¼ 2.
Soient a1 ¼ ðD1; . . . ;DrÞ, a2 ¼ ðD01; . . . ;D0r 0 Þ deux multisegments ordonne´s. Alors, puis-
qu’aucun segment D de a1 n’est lie´ a` un segment D
0 de a2, le multisegment
ðD1; . . . ;Dr;D01; . . . ;D0r 0 Þ est ordonne´, donc la repre´sentation
hD1i     hDri hD01i     hD0r 0i
a, par le The´ore`me 4.6(1) un unique sous-module irre´ductible et il est isomorphe a`
ha1 þ a2i. Puisque ha1i ha2i est une sous-module de
hD1i     hDri hD01i     hD0r 0i
on en de´duit que ha1 þ a2i est l’unique sous-module irre´ductible de ha1i ha2i.
De meˆme, d’apre`s la Remarque 4.7, la repre´sentation
hDri     hD1i hD0r 0i     hD01i
a un unique quotient irre´ductible isomorphe a` ha1 þ a2i. Puisque ha1i ha2i est un quo-
tient de hDri     hD1i hD0r 0i     hD01i on en de´duit que ha1 þ a2i est l’unique
quotient irre´ductible de ha1i ha2i.
Or, d’apre`s 4.6, ha1 þ a2i apparaıˆt avec multiplicite´ 1 dans
hD1i     hDri hD01i     hD0r 0i
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et donc
ha1i ha2i ¼ ha1 þ a2i: r
Le re´sultat pre´ce´dent permet de nous ramener au cas des multisegments a` support ﬁxe´
et connexe.
Soient D ¼ fb; egr, D0 ¼ fb 0; e 0gr 0 deux segments. On dit que DfD0 s’il existe r A N
tel que
nbrrF n
rþb 0
r r
0; ou bien nbrrF n
b 0
r r
0 et ef e 0:
L’ordre ainsi de´ﬁni n’est total que si l’on se restreint a` des segments inclus dans l’ensemble
fn trr : t A Zg, ou` r est ﬁxe´.
On dira qu’un multisegment est range´ si l’on peut l’identiﬁer a` l’ensemble indexe´
ðD1; . . . ;DrÞ ou`
DrIDr1I   ID2ID1:
Soit s AMðCÞ un support connexe et conside´rons l’ensemble MðsÞ de tous les multi-
segments de support s. Soient m ¼ ðD1; . . . ;DrÞ, m 0 ¼ ðD01; . . . ;D0r 0 Þ AMðsÞ deux multiseg-
ments range´s. On dit alors que mfm 0 si :
D1 > D
0
1;
ou D1 ¼ D01 et D2 > D02;
..
.
ou D1 ¼ D01; . . . ;Dr 0 ¼ D0r 0 ; et rf r 0:
C’est une relation d’ordre total sur MðsÞ (car on a suppose´ s connexe).
Soit m ¼ ðD1; . . . ;DrÞ AMðsÞ un multisegment range´. Notons D1 ¼ fb1; e1gr,
D2 ¼ fb2; e2gr; . . . ;Dr ¼ fbr; ergr ou` r est une repre´sentation cuspidale de Gn. Alors, par le
The´ore`me 4.6(1), la repre´sentation
nb1r rn   n ne1r rn nb2r rn   n ne2r rn   n nbrr rn   n nerr rð4:1Þ
apparaıˆt dans le module de Jacquet rðn;n;...;nÞ;lðmÞðhD1; . . . ;DriÞ.
Si m 0 ¼ ðD01; . . . ;D0r 0 Þ AMðsÞ est tel que m 0 < m alors, par le lemme ge´ome´trique la
repre´sentation (4.1) n’apparaıˆt pas dans le module de Jacquet
rðn;n;...;nÞ;lðm 0ÞðhD01i     hD0r 0iÞ
et donc par le The´ore`me 4.6(1) et l’exactitude du foncteur de Jacquet, elle n’apparaıˆt pas
dans rðn;n;...;nÞ;lðm 0ÞðhD01; . . . ;D0r 0iÞ, la repre´sentation hD01; . . . ;D0r 0i e´tant un sous-module de
hD01i     hD0r 0i. On en de´duit que, si m3m 0 (m;m 0 AMðsÞ) alors hmiW hm 0i.
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On va voir que la condition m, m 0 a` support connexe n’est pas ne´cessaire.
De´monstration du The´ore`me 4.6(2) et (3). Montrons d’abord (2). Soient m et
m 0 deux multisegments. Notons m ¼ m1 þm2 þ    þmr, avec mi a` support connexe
pour tout 1e ie r et, mi et mj a` support disjoint si i3 j. De meˆme, notons
m 0 ¼ m 01 þm 02 þ    þm 0r 0 , avec m 0i a` support connexe pour tout 1e ie r 0 et m 0i et m 0j a`
support disjoint si i3 j.
Supposons m3m 0 et montrons que hmiW hm 0i. D’apre`s la Proposition 4.8, on peut
supposer que cðm1Þ ¼ cðm 01Þ et m1 > m 01. Notons m1 ¼ ðD1; . . . ;DrÞ avec D1 ¼ fb1; e1gr,
D2 ¼ fb2; e2gr; . . . ;Dr ¼ fbr; ergr ou` r est une repre´sentation cuspidale de Gn. Notons aussi
m 0 ¼ ðD01; . . . ;D0r 0 Þ.
Alors par le The´ore`me 4.6(1), il existe une repre´sentation p de la forme (4.1) et une
repre´sentation p 0 A Gn 0 ðn 0 ¼ lðmÞ  lðm1ÞÞ tels que pn p 0 apparaıˆt dans
rðn;n;...;n;n 0Þ;lðmÞðhmiÞ:
Comme pre´ce´demment, par le lemme ge´ome´trique et l’hypothe`se m1 > m
0
1, pour toute re-
pre´sentation irre´ductible p 0 A Gn 0 , ðn 0 ¼ lðmÞ  lðm1ÞÞ la repre´sentation pn p 0 n’apparaıˆt
pas dans rðn;n;...;n;n 0Þ;lðm 0ÞðhD01i     hD0r 0iÞ et donc par le The´ore`me 4.6(1) et l’exactitude
du foncteur de Jacquet, elle n’apparaıˆt pas dans rðn;n;...;n;n 0Þ;lðmÞðhmiÞ. On en de´duit que
hmiW hm 0i.
Montrons maintenant (3). La preuve est la meˆme de [Ze1], 6.7 dans le cas D ¼ F . Soit
p A Irr une repre´sentation de Gm. Conside´rons l’ensemble ~OðpÞ des familles~a ¼ ðD1; . . . ;DrÞ
de segments tels que p soit un sous-module de hD1i     hDri. L’ensemble ~OðpÞ est non
vide et ﬁni. On appelle une inversion de~a ¼ fD1; . . . ;Drg un couple d’indices ði; jÞ tels que
i < j et Di pre´ce`de Dj. On va prouver qu’il existe un e´le´ment~a A ~OðpÞ sans inversion.
Supposons que ~a ait des inversions. Par le The´ore`me 4.2(1), on peut bien supposer
que cette inversion soit de la forme ði; i þ 1Þ, i.e. Di pre´ce`de Diþ1.
D’apre`s [Ta1], Proposition 4.3, et [Aub], Corollaire 3.9(b), l’induite hDii hDiþ1i est
compose´e de hDiXDiþ1i hDiWDiþ1i et d’un sous-module irre´ductible de hDiþ1i hDii.
Ainsi :
(1) Ou bien p est un sous-module de s0 ¼ hD1i     hDiþ1i hDii     hDri.
(2) Ou bien p est un sous-module de
s1 ¼ hD1i     hDiXDiþ1i hDiWDiþ1i     hDri;
et s0 et s1, par [Ze1], Lemma 6.7, ont moins d’inversions que~a. r
De´ﬁnition 4.9. L’involution D envoie hD1; . . . ;Dri vers hD1; . . . ;Dri
t. En e¤et,
hD1; . . . ;Dri est l’unique sous-quotient irre´ductible de l’induite hD1i     hDri conte-
nant la repre´sentation p0 du Lemme 4.5 dans son module de Jacquet approprie´. Ainsi,
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DðhD1; . . . ;DriÞ doit eˆtre un sous-quotient irre´ductible de
DðhD1i     hDriÞ ¼ hD1i t      hDri t
contenant Dðp0Þ dans son module de Jacquet. Il n’y a qu’une telle repre´sentation irre´duc-
tible, a` savoir, hD1; . . . ;Dri
t.
Remarque 4.10. Soit X un sous-ensemble maximal de C ve´riﬁant la proprie´te´ sui-
vante : si r1; r2 A X , n A Z et r1 ¼ nnr2, alors n ¼ 0. Notons RðrÞ le sous-ensemble de R
forme´ des repre´sentations dont le support est inclus dans l’ensemble fn trr : t A Zg. Alors
[Ta1], §3,
R ¼ N
r AX
RðrÞ:
5. Unicite´ du sous-module
Le but de cette section est de donner des conditions su‰santes sur deux repre´sen-
tations irre´ductibles p et r pour que leur induite parabolique p r n’ait qu’un seul sous-
module irre´ductible. C’est un proble`me tre`s inte´ressant : si c’e´tait toujours le cas, i.e. si l’in-
duite parabolique du produit tensoriel de deux repre´sentations irre´ductibles avait toujours
un seul sous-module irre´ductible alors cela montrerait la conjecture (U0) de [Ta1], i.e. le fait
que l’induite p r de deux repre´sentations irre´ductibles unitaires de GLði;DÞ et GLð j;DÞ
respectivement reste toujours irre´ductible. Cette conjecture vient d’eˆtre prouve´e par V. Se´-
cherre (cf. [Se]).
The´ore`me 5.1. Soient D1; . . . ;Dr des segments non l i e´ s ve´riﬁant la condition
suivante :
Si i3 j; alors ou bien Di ¼ Dj ou bien DiXDj ¼ j:ð5:1Þ
Soit r ¼ hD1; . . . ;Dri t (resp. hD1; . . . ;Dri) et p A IrrðGnÞ. Alors p r a un seul sous-module
irre´ductible et il apparaıˆt avec multiplicite´ 1 dans JHðp rÞ.
De´ﬁnition 5.2. Soient p A IrrðGnÞ et r A IrrðGn 0 Þ, n0e n. On de´ﬁnit l’entier l suppðrÞp
par
l suppðrÞp ¼ maxfi : bt1 A IrrðGniÞ; t2 A IrrðGiÞ
avec HomGnðp; t1  t2Þ3 0; et suppðt2ÞH suppðrÞg:
Remarque 5.3. On a aussi
l suppðrÞp ¼ max

i : bt 01 A IrrðGniÞ; t 02 A IrrðGiÞ
avec t 01n t
0
2 A JH

rðni; iÞ;nðpÞ

; et suppðt 02ÞH suppðrÞ

:
En e¤et, si t 01 A IrrðGniÞ et t 02 A IrrðGiÞ, avec
suppðt 02ÞH suppðrÞ;
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d’apre`s la Proposition 3.1, il existerait t1 A IrrðGniÞ et t2 A IrrðGiÞ, avec
suppðt2Þ ¼ suppðt 02ÞH suppðrÞ
et HomGnðp; t1  t2Þ3 0.
Cette remarque nous permet de de´ﬁnir l’entier l suppðrÞp pour p une repre´sentation de
longueur ﬁnie (non ne´cessairement irre´ductible).
De´monstration du The´ore`me 5.1. Posons pour simpliﬁer l ¼ l suppðrÞp . Soient
t1 A IrrðGnlÞ, t2 A IrrðGlÞ, avec HomGnðp; t1  t2Þ3 0, et suppðt2ÞH suppðrÞ. Alors :
(1) La condition (5.1) nous dit que les segments de r ne sont pas lie´s avec ceux de t2
dans le parame´trage a` la Langlands (resp. a` la Zelevinsky). La repre´sentation t ¼ t2  r est
donc irre´ductible d’apre`s [Ta1], Prop. 2.2 (resp. [Mi2], 2.3.8).
(2) Par maximalite´ de l suppðrÞp et la remarque pre´ce´dente, pour tout if 1 et tous
r1n r2 A JH

rðnli; iÞ;nlðt1Þ

;
r1 A IrrðGnliÞ et r2 A IrrðGiÞ, on a
suppðr2Þ jL suppðtÞ:
Le the´ore`me de´coule du fait que t et t1 sont alors deux repre´sentations irre´ductibles
qui satisfont aux conditions du Corollaire 2.2. Leur induite n’a alors qu’un seul sous-module
irre´ductible et donc, p r, sous-module non nul de t1  t, n’a, lui aussi, qu’un seul sous-
module irre´ductible. r
Remarque 5.4. Si V est l’unique sous-module irre´ductible de p r, alors
l
suppðrÞ
V ¼ l suppðrÞp þ t, ou` t ¼ grðrÞ. En e¤et, l’ine´galite´ l suppðrÞV f l suppðrÞp þ t est claire. Pour
l’autre, on remarque que, puisque le foncteur de Jacquet est exact, pour tout r 0 A Irr, si
Jacr 0 ðVÞ3 0, alors Jacr 0 ðp rÞ3 0 et donc l suppðrÞV e l suppðrÞpr . Ce dernier entier, par le
lemme ge´ome´trique, vaut l suppðrÞp þ t.
En passant a` la contragre´diente on trouve :
Corollaire 5.5. Avec les meˆmes hypothe`ses, p r a un unique quotient irre´ductible et
il apparaıˆt avec multiplicite´ 1 dans JHðp rÞ (resp. JHðr pÞ).
De la meˆme fac¸on, en utilisant le foncteur de Jacquet oppose´ et en rede´ﬁnissant de
fac¸on approprie´e l’entier l, on montre le the´ore`me ci-dessous.
The´ore`me 5.6. Avec les hypothe`ses de 5.1, r p a un seul sous-module (resp. quotient)
irre´ductible et il apparaıˆt avec multiplicite´ 1 dans JHðp rÞ (resp. JHðr pÞ).
On conside`re pourtant que les conditions ne sont pas ne´cessaires et on se pose la ques-
tion suivante :
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Question 5.7. Est-ce que l’induite parabolique du produit tensoriel de deux repre´sen-
tations irre´ductibles a toujours un seul sous-module irre´ductible?
Remarquons que l’induite du produit tensoriel de trois repre´sentations irre´ductibles
peut avoir deux sous-modules irre´ductibles (par exemple, cf. [Ze1], 11.2, la repre´sentation
1 j j  1 de GLð3;FÞ).
6. Calcul explicite
Dans cette section on se propose de calculer les parame`tres de Langlands de l’unique
sous-module irre´ductible de p r. Le premier lemme est une transcription du Lemme II.9
de [MW] dans nos notations.
Nous introduisons quelques autres notations dont nous aurons besoin. On ﬁxe une
repre´sentation cuspidale t de GLðn;DÞ. D’apre`s la Remarque 4.10, il su‰t de calculer les
parame`tres de Langlands de l’unique sous-module de p t pour p une repre´sentation
irre´ductible dans RðtÞ. Ainsi on peut identiﬁer un segment D ¼ fn ttt; n tþ1t t; . . . ; nrttg a` une
suite ft; tþ 1; . . . ; rg. Dore´navant, s’il n’y a pas d’ambiguı¨te´, quand on a ﬁxe´ une repre´sen-
tation cuspidale, on utilisera indi¤e´remment les deux notations. On notera aussi bðDÞ ¼ t,
eðDÞ ¼ r et þD (resp. D) le segment þD ¼ fn t1t t; . . . ; nrttg (resp. D ¼ fn tþ1t t; . . . ; nrttg).
De meˆme, s’il n’y a pas d’ambiguı¨te´, on notera Jact au lieu de Jacn ttt.
On notera aussi hji t la repre´sentation triviale de G0 et pour toute repre´sentation V ,
V^ ¼ hjit (ce qui signiﬁe, en pratique, qu’on oˆte la pre´sence de V dans la notation). Le
lemme ci-dessous est une adaptation du lemme II.9 de [MW] dans nos notations, la preuve
e´tant la meˆme :
Lemme 6.1. Soient c un entier, r ¼ nct t la repre´sentation associe´e de GLðn;DÞ, et p
une repre´sentation irre´ductible de GLðN  n;DÞ, p A RðtÞ, parame´tre´e, a` la Langlands, par
le multisegment range´ m ¼ fD1; . . . ;Drg.
Alors l’ensemble des repre´sentations irre´ductibles de GLðN;DÞ qui sont isomorphes a`
des sous-modules de p r (resp. a` des quotients de r p) est inclus dans l’ensemble des re-
pre´sentations irre´ductibles suivantes :
hfcg;D1; . . . ;Dri t; hD1; . . . ; þDs; . . . ;Dri t
ou` Ds est un segment de m de´butant a` cþ 1, et ou` s parcourt les entiers ve´riﬁant la proprie´te´
suivante : notons Djð1Þ; . . . ;DjðtpÞ les segments de m (dans l’ordre de´croissant) commenc¸ant par
c ; pour tout entier v compris entre 1 et r, on de´ﬁnit, inductivement sur v, l’entier iðvÞ comme
e´tant soit le plus grand entier di¤e´rent de ið1Þ; . . . ; iðv 1Þ, tel que DiðvÞ commence par cþ 1
et soit pre´ce´de´ par DjðvÞ, soit iðvÞ ¼ rþ 1 si un tel entier n’existe pas ; alors s ne doit pas eˆtre
l’un des entiers iðvÞ qui viennent d’eˆtre de´ﬁnis.
On note kð1Þ; . . . ; kðwpÞ, ceux des entiers jðvÞ, pour v A f1; . . . ; tpg, pour lesquels iðvÞ
est infe´rieur ou e´gal a` r, kð1Þ; . . . ; kðwpÞ e´tant e´crits dans l’ordre croissant. Remarquons
qu’on a wpe tp. On note aussi hð1Þ; . . . ; hðwpÞ les iðvÞ correspondants ; lð1Þ; . . . ; lðupÞ les
iðvÞ di¤e´rents de ceux qui viennent d’eˆtre de´ﬁnis. On pose l 0p ¼ ðtp  wpÞ et l’on note
sð1Þ; . . . ; sðl 0pÞ les iðvÞ di¤e´rents de ceux qui viennent d’eˆtre de´ﬁnis.
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Remarquons que les entiers tp, wp, up, l
0
p ne de´pendent que des segments fD1; . . . ;Drg.
On garde pourtant les sous-indices p pour simpliﬁer la notation.
Le lemme suivant est la cle´ de tout ce qui suit :
Lemme 6.2. Soient D ¼ fb; . . . ; eg, D0 ¼ fb 0; . . . ; e 0g deux segments tels que D pre´-
ce`de D0. Alors JacbðhD;D0i tÞ3j, b 03 bþ 1.
De´monstration. On a une suite exacte
0! hDWD0i t  hDXD0i t ! hDi t  hD0i t ! hD;D0i t ! 0:
Par le lemme ge´ome´trique on a :
(1) La repre´sentation rððe 0bÞn;nÞ; ðe 0bþ1ÞnðhDi t  hD0i tÞ est compose´e des repre´senta-
tions ðhDi t  hD0i tÞn b et ðhDi t  hD0i tÞn b 0.
(2) La repre´sentation rððe 0bÞn;nÞ; ðe 0bþ1ÞnðhDWD0it  hDXD0i tÞ est compose´e des
repre´sentations

hðDWD0Þit  hDXD0i tn b et hðDWD0Þi t  hðDXD0Þi tn b 0 (si
DXD03j).
Et donc
JacbðhDi t  hD0i tÞ ¼ ðhDit  hD0i tÞn b;
JacbðhDWD0i t  hDXD0i tÞ ¼

hðDWD0Þi t  hDXD0itn b:
Ainsi, par exactitude du foncteur de Jacquet, on a JacbðhD;D0i tÞ ¼ hD;D0i tn b si,
et seulement si, hDi t  hD0i t3hðDWD0Þi t  hDXD0it, i.e., si b 03 bþ 1. r
Cela implique le
Corollaire 6.3. Avec les notations de 5.1 et 6.1, r e´tant toujours une repre´sentation
cuspidale de Gn, on a l
frg
p e nl
0
p.
De´monstration. Pour tout entier i compris entre 1 et r, on pose
Vi ¼
hDii; si i B fhðvÞ : 1e vewpgW fkðvÞ : 1e vewpg;
hDhðvÞ;DkðvÞi
t; si i ¼ hðvÞ; 1e vewp;
hji t; si i ¼ kðvÞ; 1e vewp:
8><>:
D’apre`s [MW], Preuve du Lemme II.9, p est un quotient de V1      Vr, et donc, par ex-
actitude du foncteur de Jacquet lfrgp e l
frg
V1Vr .
D’un autre coˆte´, par le Lemme 6.2, les seuls Vi tels que JacrðViÞ3j sont les VsðiÞ avec
1e ie l 0p et donc, par le lemme ge´ome´trique
l
frg
V1Vr ¼ nl 0p;
qui prouve le lemme. r
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On de´ﬁnit deux ope´rateurs :
Qc : MðSÞ !MðSÞ;
Sc : MðSÞ !MðSÞ;
par les formules ci-dessous. Notons p ¼ hD1; . . . ;Dri t ; on rappelle qu’on a de´ﬁni en 6.1 des
entiers up, l
0
p. Alors :
QcðfD1; . . . ;DrgÞ ¼ fD1; . . . ;
þDlð1Þ; . . . ;Drg si upf 1;
ffcg;D1; . . . ;Drg si up ¼ 0;

ScðfD1; . . . ;DrgÞ ¼
fD1; . . . ; Dsðl 0pÞ; . . . ;Drg si l 0pf 1;
j si l 0p ¼ 0;

ou` le multisegment fD1; . . . ;Drg est suppose´ range´.
Le lemme ci-dessous explicite, en termes des segments, l’action de Sc sur un multiseg-
ment :
Lemme 6.4. Soit fD1; . . . ;Drg un multisegment. Notons fD01; . . . ;D0r 0g le multisegment
ScðfD1; . . . ;DrgÞ, et p ¼ hD1; . . . ;Dri t Alors :
(1) D0hðvÞ ¼ DhðvÞ et D0kðvÞ ¼ DkðvÞ pour tout v ¼ 1; . . . ; tp.
(2) D0lðvÞ ¼
D0sðl 0pÞ si v ¼ 1;
D0lðv1Þ si v ¼ 2; . . . ;wp þ 1:
(
De´monstration. On a D0jðvÞ ¼
D0jðvÞ si v < j
1  sðl 0pÞ;
D0jðvþ1Þ si vf j
1  sðl 0pÞ:
(
Montrons (1) par re´currence sur v :
Par construction de k, il n’y a pas de segment Dt commenc¸ant par cþ 1 qui pre´ce`de
DjðtÞ pour jðtÞ < kð1Þ. Par minimalite´ dans l’ensemble des DsðtÞ, Dsðl 0pÞ ne pre´ce`de aucun des
DjðtÞ pour jðtÞ < kð1Þ. D’ou`
D0kð1Þ ¼ Dkð1Þ:
Dhð1Þ est un segment dans fD01; . . . ;D0rg commenc¸ant par cþ 1, pre´ce´dant D0kð1Þ et minimal
parmi les Dt ve´riﬁant ces deux proprie´te´s.
— Si kð1Þ < sðl 0pÞ, alors Dsðl 0pÞ ne pre´ce`de pas D0kð1Þ.
— Si kð1Þ > sðl 0pÞ, puisque Dhð1Þ ne pre´ce`de pas Dsðl 0pÞ (par construction de hð1Þ), alors
Dhð1Þe Dsðl 0pÞ,
d’ou`
D0hð1Þ ¼ Dhð1Þ:
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Supposons maintenant que D0hðiÞ ¼ DhðiÞ et D0kðiÞ ¼ DkðiÞ pour tout i A f1; . . . ; vg, et
montrons que D0hðvþ1Þ ¼ Dhðvþ1Þ et D0kðvþ1Þ ¼ Dkðvþ1Þ.
Il n’y a pas de segment Dt commenc¸ant par cþ 1 qui pre´ce`de DjðtÞ pour
jðtÞ < kðvþ 1Þ et jðtÞ B fkð1Þ; . . . ; kðvÞg. Par minimalite´ dans l’ensemble des DsðtÞ, le seg-
ment Dsðl 0pÞ ne pre´ce`de aucun des DjðtÞ pour jðtÞ < kðvþ 1Þ et jðtÞ B fkð1Þ; . . . ; kðvÞg (ce
sont des ‘‘DsðbÞ’’ . . .). D’ou`
D0kðvþ1Þ ¼ Dkðvþ1Þ:
Dhðvþ1Þ est un segment dans fD01; . . . ;D0rg commenc¸ant par cþ 1, pre´ce´dant D0kðvþ1Þ di¤e`rent
des DhðbÞ, pour be v et minimal parmi les Dt ve´riﬁant ces trois proprie´te´s.
— Si kðvþ 1Þ < sðl 0pÞ, alors Dsðl 0pÞ ne pre´ce`de pas D0kðvþ1Þ.
— Si kðvþ 1Þ > sðl 0pÞ, puisque Dhðvþ1Þ ne pre´ce`de pas Dsðl 0pÞ (par construction de
hðvþ 1Þ), alors Dhðvþ1Þe Dsðl 0pÞ,
d’ou`
D0hðvþ1Þ ¼ Dhðvþ1Þ:
Pour montrer (2) il su‰t, d’apre`s ce qui pre´ce`de, de remarquer que Dlð1Þe Dsðl 0pÞ.
r
Le corollaire suivant est une conse´quence imme´diate :
Corollaire 6.5. (1) Si l 0pf 1, alors Qc  Sc ¼ IdMðSÞ.
(2) Si l 0pf 1, alors l
0
hScðfD1;...;DrgÞi t ¼ l 0hD1;...;Dri t  1.
(3) l 0hQcðfD1;...;DrgÞi t ¼ l 0hD1;...;Dri t þ 1.
(4) Si oi est l’un des sous-modules de´crits dans le Lemme 6.1 et
oiY hQcðfD1; . . . ;DrgÞi t;
alors l 0oi ¼ l 0hD1;...;Dri t .
Le the´ore`me suivant est la conclusion de notre e´tude soigneuse :
The´ore`me 6.6. Soient r ¼ nct t une repre´sentation cuspidale de Gn, p ¼ hD1; . . . ;Dri t.
Avec les notations pre´ce´dentes, on a :
(1) lfrgp ¼ nl 0p.
(2) L’unique sous-module irre´ductible de hD1; . . . ;Dri
t  r est hQcðfD1; . . . ;DrgÞi t.
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(3) Si l 0pf 1, hD1; . . . ;Dri
t est un sous-module irre´ductible de
hScðfD1; . . . ;DrgÞi r:
(4) L’unique quotient irre´ductible de r hD1; . . . ;Dri t est
hQcðfD1; . . . ;DrgÞi t:
De´monstration. (3) est une conse´quence de (2) et 6.5(1).
Montrons (1) et (2) par re´currence sur l 0p.
Si l 0p ¼ 0, d’apre`s 6.3 on a lfrgp ¼ 0. Si p r avait pour sous-module l’un des
oi3hQcðfD1; . . . ;DrgÞit, on aurait, par 6.5(4), l’e´galite´ l 0oi ¼ 0, donc lfrgoi ¼ 0 ce qui est
absurde par 5.4.
Supposons l 0p ¼ k > 0. Alors, par 6.5(2),
l 0hScðfD1;...;DrgÞi t ¼ l 0hD1;...;Dri t  1
donc, par hypothe`se de re´currence, le the´ore`me est vrai pour la repre´sentation
hScðfD1; . . . ;DrgÞi t, i.e.
(1) hQc  ScðfD1; . . . ;DrgÞit est l’unique sous-module de p r. Or,
hQc  ScðfD1; . . . ;DrgÞi t ¼ p
par 6.5(1).
(2) l
frg
hScðfD1;...;DrgÞi t ¼ nðk  1Þ.
Par 5.4, on a que lfrgp ¼ nðk  1Þ þ n ¼ kn.
Finalement supposons que p r a pour sous-module l’un des
oi3hQcðfD1; . . . ;DrgÞi t:
Alors, par 6.5(4) on aurait l 0oi ¼ l 0hD1;...;Dri t ¼ k. On vient de montrer que, si l 0oi ¼ k, on
trouve par hypothe`se de re´currence lfrgoi ¼ kn ¼ lfrgp ce qui est absurde, par 5.4.
(4) est une conse´quence de (1), de 6.5(4) et de 5.6 ce qui ache`ve la de´monstration du
the´ore`me. r
7. Applications
La proposition suivante est due a` [GK] dans le cas ou` D ¼ F , mais leur preuve n’est
pas valable quand D n’est pas commutatif car la transpose´e d’une matrice inversible n’est
plus force´ment inversible. Elle de´coule imme´diatement des parties (2) et (4) du the´ore`me
pre´ce´dent.
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Proposition 7.1. Soient p; p 0 A Irr, r A C. Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(1) Homðp 0; p rÞ3 0.
(2) Homðr p; p 0Þ3 0.
Remarque 7.2. On pense, bien suˆr, que l’hypothe`se r cuspidale n’est pas ne´cessaire.
Notons Dj 0ð1Þ; . . . ;Dj 0ðt 0pÞ les segments de m (dans l’ordre de´croissant) se terminant par
c ; pour tout entier v compris entre 1 et t 0p, on de´ﬁnit inductivement sur v, l’entier i
0ðvÞ
comme e´tant soit le plus petit entier di¤e´rent de i 0ð1Þ; . . . ; i 0ðv 1Þ, tel que Di 0ðvÞ termine
par c 1 et pre´ce`de Dj 0ðt 0pvþ1Þ, soit i 0ðvÞ ¼ rþ 1 si un tel entier n’existe pas. On note
l 0ð1Þ; . . . ; l 0ðu 0pÞ les i 0ðvÞ di¤e´rents de ceux qui viennent d’eˆtre de´ﬁnis.
o 00 ¼ hfcg;D1; . . . ;Dri t;
o 0i ¼ hD1; . . . ;Dþl 0ðiÞ; . . . ;Dri t; ou i A 1; . . . ; u 0p:
On a de´ﬁni les entiers j 0ðvÞ, i 0ðvÞ pour que, en appliquant la contragre´diente a` partir
du The´ore`me 6.6(2), on trouve :
Corollaire 7.3. L’unique quotient irre´ductible de p r est o 01, si u 0p > 0 ou o 00, si
u 0p ¼ 0.
Si p r est irre´ductible, alors il est clair que u 0p ¼ up ¼ 0. Re´ciproquement, si
u 0p ¼ up ¼ 0 on a que o0 ¼ o 00 est le seul quotient et sous-module irre´ductible de p r.
Or, d’apre`s 5.1, o0 apparaıˆt avec multiplicite´ 1 dans JHðp rÞ, d’ou`
The´ore`me 7.4. p r est irre´ductible si, et seulement si, u 0p ¼ up ¼ 0.
Maintenant il est clair que tout ce qui pre´ce`de dans cette section est aussi vrai pour les
parame´trages a` la Zelevinsky. Il su‰t de remplacer, dans les e´nonce´s et les preuves :
(1) le mot quotient par sous-module,
(2) le mot sous-module par quotient,
(3) le sens de toutes les ﬂe`ches,
(4) le symbole h i t par h i,
(5) le foncteur r (resp. r) par le foncteur r (resp. r).
Ainsi, on montre un the´ore`me similaire au The´ore`me 6.6 :
The´ore`me 7.5. (1) L’unique quotient irre´ductible de la repre´sentation
hD1; . . . ;Dri r est hQcðfD1; . . . ;DrgÞi:
(2) L’unique sous-module irre´ductible de r hD1; . . . ;Dri est hQcðfD1; . . . ;DrgÞi.
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Corollaire 7.6. Soient r une repre´sentation cuspidale et p une repre´sentation irre´duc-
tible. On rappelle qu’on a note´ D l’involution de Zelevinsky. Les conditions suivantes sont
e´quivalentes :
(1) V est un sous-module irre´ductible de r p.
(2) DðVÞ est un sous-module irre´ductible de DðpÞ DðrÞ.
De´monstration. C’est une conse´quence de 7.5(2), 6.6(2) et 4.10. r
La conse´quence de ce corollaire est que les re´sultats du papier [MW] sont valables
pour des repre´sentations complexes de GLðr;DÞ comme c’e´tait conjecture´ dans [Ta1], Con-
jecture 3.6. En e¤et, toute la partie I de [MW] e´tait consacre´e a` la preuve du Corollaire 7.6
pour p et r des repre´sentations irre´ductibles d’une certaine alge`bre de Hecke mais pour la
preuve du the´ore`me qui suit, ils n’utilisaient que le corollaire pre´ce´dent.
The´ore`me 7.7. L’involution D ve´riﬁe la description ge´ome´trique de [Ze2] et la descrip-
tion combinatoire de [MW].
De´monstration. Il su‰t de changer la Proposition I.7.3 et le Corollaire I.7.2 de
[MW] par le corollaire pre´ce´dent. r
Annexe A. La correspondance theˆta
Ici on montre un lemme qui nous aidera a` calculer explicitement la correspondance
theˆta dans [Mi1]. On continue avec les notations de la section 6. Soient a, b, c des entiers.
Lemme A.1. Soit fD01; . . . ;D0r 0g un multisegment et notons p le sous-module irre´duc-
tible de hD01; . . . ;D
0
r 0i
t  hci et p 0 le sous-module irre´ductible de
hb; . . . ; b a;D01; . . . ;D0r 0i t  hci:
Si c B fb; b a 1g et p ¼ hD1; . . . ;Drit, alors
p 0 ¼ hb; . . . ; b a;D1; . . . ;Dri t:
De´monstration. La condition c B fb; b a 1g e´quivaut au fait que c et cþ 1 ap-
partiennent tous les deux a` fb; b 1; . . . ; b a; b a 1g ou aucun des deux. Ainsi, si
l’on note fd1; . . . ; dng (resp. fd 01; . . . ; d 0n 0g) le sous-ensemble de fD01; . . . ;D0r 0g (resp.
fb; . . . ; b a;D01; . . . ;D0r 0g des segments commenc¸ant par c ou cþ 1 on a que :
(1) Si c A fb; b 1; . . . ; b a; b a 1g, alors
fc; cþ 1; d1; . . . ; dng ¼ fd 01; . . . ; d 0n 0g:
(2) Si c B fb; b 1; . . . ; b a; b a 1g, alors
fd1; . . . ; dng ¼ fd 01; . . . ; d 0n 0g.
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Dans le deuxie`me cas le lemme est une conse´quence imme´diate de 6.6. Dans le premier cas,
il est e´vident, par re´currence comme dans 6.4, que d 0lðvÞ ¼ dlðvÞ pour v ¼ 1; . . . ;ohd 01;...; d 0n 0i t et
ohd1;...; dni t ¼ ohd 01;...; d 0n 0i t . On ache`ve la de´monstration avec le The´ore`me 6.6. r
On re´e´crit le lemme dans les notations qu’on utilisera dans [Mi1]. On rappelle qu’on a
de´ﬁni, pour g A D, nðgÞ ¼ jNrdDðgÞjF .
De´ﬁnition A.2. Soit p A IrrðGnÞ, quotient de Langlands de t1      tr, ou` t1; . . . ; tr
sont des repre´sentations essentiellement de carre´ inte´grable. Notons alors ymðpÞ le quotient
de Langlands de
n
m2n1
2      nmþ12  nmn2 et1      nmn2 etr:
Corollaire A.3. Soient r une repre´sentation cuspidale de Gk, r3
n
nþ1
2
n
2mnþ1
2

,
p1 A IrrðGnkÞ, et p l’unique sous-module irre´ductible de r p1. Notons p 0 l’unique sous-
module irre´ductible de n
k
2 ymkðn
k
2 p1Þ  nmn2 ~r. Alors
p 0 ¼ ymðpÞ:
De´monstration. En e¤et, par 4.10, on peut supposer que pour tout ie r,
suppðtiÞHRðnnþ12 Þ. De meˆme r A Rðnnþ12 Þ, sinon le re´sultat est trivial. Soit c A R tel que
r ¼ nc et soient D01; . . . ;D0r des segments tels que p1 ¼ hD01; . . . ;D0r 0i t. Alors p est, par 7.1,
l’unique sous-module irre´ductible de hfD01; . . . ;fD0r 0i t  hnci. Le corollaire de´coule mainte-
nant du Lemme A.1, avec b ¼ n 1
2
et a ¼ m n. r
Est-il possible de montrer ce corollaire sans utiliser tous les calculs de la section pre´-
ce´dente ?
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